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Sur certaines courbes qu'on peut adjoindre aux courbes 

planes pour l'étude de leurs propriétés 

infinitésimales.* 

Par m. Maurice d'Ocagne, Ingénieur des Ponts et Chaussées. 



1. Soit c une courbe plane quelconque. Dans le plan de cette courbe prenons 
arbitrairement deux points et P (Pig. 1). if étant un point variable sur la 




FlO. 1. 

courbe c, tirons OMet menons P5" parallèlement à la normale en if à la courbe 
c. Le lieu du point S'est une courbe que nous désignerons par la lettre n. 

On voit immédiatement que la courbe n passe par les pieds des normales 
menées du point P à la courbe c, qu'elle a pour asymptotes les normales menées 
à la même courbe par le point 0, et qu'elle passe par les points de rencontre 
du cercle décrit sur OP comme diamètre, avec les tangentes menées de à la 
courbe c et avec les parallèles aux asymptotes de la courbe c menées par le 
point 0. 



* Mémoire présenté à l'Académie des Sciences de Lisbonne. 
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Si la courbe n est connue a priori, elle détermine du même coup tous les 
éléments qui viennent d'être énumérés; elle permet en outre évidemment de 
mener la normale en un point donné sur la courbe c ou de déterminer les points 
de cette courbe où la normale a une direction donnée. 

Voyons maintenant comment elle permet aussi de construire le centre de 
courbure répondant à tout point de la courbe c. 

2. Soient D., le centre de courbure relatif au point M, 

N et /, les points où la perpendiculaire élevée en à OM coupe les 
normales en M Qi en S" aux courbes c Qi n, 

E, le point où la perpendiculaire élevée en P à PH coupe la normale El. 

Représentant par de et dn les différentielles des arcs des courbes c et n aux 
points M et H, par d^à et da les différentielles des angles que OM et PH font 
avec OP, on a dcz= MN.da = MH.da, 

dn= Hl.dcà = HE.da. 
Donc M£l _ HE 

MN~ HT' 

Par le point E menons à OM une perpendiculaire qui coupe HP au point 
Q, et appelons H' le point où HP coupe 01. Nous avons, par les triangles 
semblables HEQ et EIH, 

HE _ HQ 

HI ~ HH 

par suite, HQ _ M£l 

HH'-MF' 

ce qui prouve que le point Q se trouve sur la droite OQ.. Cette remarque 
permet d'obtenir le point II , mais nous allons simplifier la construction. A cet 
effet, prolongeons PE" jusqu'à sa rencontre en Pavec OM, et tirons QE. 

Dans le triangle EHQ, EP est la hauteur issue du sommet E, HF la 
hauteur issue du sommet H; il suit de là que QF est la hauteur issue du sommet 
Q ; et, comme HE est la normale en 5" à la courbe n , on voit que QF est parallèle 
à la tangente en Hk cette courbe. 

Soit M' le point où la normale en ilf à la courbe c coupe la droite fixe OP. 
En M' élevons à MM' une perpendiculaire qui coupe OM en L. PF étant 
perpendiculaire à PH est parallèle à M'L. Donc les triangles OLM' et OFP 
sont semblables, et on a 

OL _ OM _ oa 

ÔF~ OP ~ OQ' 
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De là résulte que LQ. est parallèle à QF, et, par suite, à la tangente en fl" à la 
courbe n. 

La construction du centre de courbure D. relatif au point M est donc, en 
définitive, la suivante : 

La normale en M a la cov/rhe c coupant la droite fixe OP au point M', on élève 
en, M' a MM' une perpendiculaire qui coupe le rayon vecteur OM au point L ; par le 
point L on mène h la tangente en H h la courbe n une parallèle qui coupe MM' au 
centre de courhure £ï . 

3. Si PH est tangente en S" à la courbe n, L£l est parallèle à MM'. Le 
centre de courbure CL est donc rejeté à l'infini et le point M correspondant est 
un point d'inflexion. Donc, 

Les points H de la courbe n correspondant aux points dHnflexion de la courbe 
c sont les points de contact des tangentes menées de P a la courbe n . 

4. Les propriétés sus-énoncées de la courbe n montrent tout l'intérêt qui 
s'attache à sa considération pour l'étude de la courbe o. Dès lors une question 
se pose tout naturellement à l'esprit : La courbe n étant une des courbes les plus 
simples, droite ou cercle, trouver toutes les courbes c correspondantes. 

Remarquons d'abord que l'équation différentielle des courbes c correspon- 
dant à une courbe n donnée se forme immédiatement. Prenons pour origine, 
OP pour axe des x et soient x et y les coordonnées du point M, Xi et y-^ celles 
du point H; on a d'abord 

-^ = -^, (1) 



et, en posant 0P=^ a, 

dx ~ 2/1 
Si donc l'équation de la courbe n est 



dy _ a — X^ 



/(a^i. 2/i)=0, 

l'équation différentielle des courbes c correspondantes s'obtiendra par l'élimina- 
tion de xi et yi entre les trois équations précédentes. 
5. Soit donc d'abord 

2/1 = mxi + n (3) 

8 
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l'équation de la courbe n. Des équations (1) et (2) on tire 

axdx 
xdx -\- ydy ' 

aydx 

xdx ■\- ydy ' 
Portant ces valeurs dans (3), on a 

aydx = maxdx + n [xdx + ydy) 
ou [(ma -\- n)x — ay] dx + nydy = , 

équation homogène dans laquelle on séparera les variables par la substitution 
yz=:ux, ce qui donne 



Xi = 



dx , udu 

a . ma ' (4) 

n ' n 



_| = 0. 

^ u^ u-\ hl 



Il y a trois cas à considérer pour l'intégration de cette équation suivant la nature 
des racines du trinôme du second degré en u, qui figure en dénominateur. 

V Cas. — L'équation 

„ a , ma , _ 
u^ u^ h 1 = 0, 

n n 

a ses deux racines réelles. 

Soient p et g ces deux racines, p étant >• g'. 

On a alors 

M pi q 1 



n n 

et l'équation (4) devient 

dx f du q du 

— + . ■ . = 0, 

X p — q u — p p — q u — q 

d'oii, en intégrant 



ou iy —px)" _ 

{y — qxy ~ 

On obtient donc des courbes algébriques si j? et g' sont commensurables. 



&-3«)'=" ^'> 



* Ici, comme dans tout le reste du Mémoire, nous désignons par c une constante arbitraire ; nous 
conserverons par suite cette lettre dans les transformations successives d'une même formule, bien que 
si on suppose attribuée une certaine valeur à cette constante dans une des formules, cette valeur puisse 
ne pas être la même pour les constantes représentées par la même lettre dans les formules subséquentes. 
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Quels que soient p Qi q, la courbe (5) coupe normalement l'axe Ox; la 
vérification de ce fait est immédiate. 

Supposons que p et q soient entiers. 

Si j3 et q sont de même signe, la courbe appartient au genre parabolique 
c'est-à-dire qu'elle a des branches infinies sans asymptotes. Elle est tangente à 
l'origine à la droite y=- qx. 

Si ^ et g' sont des signes contraires, la courbe appartient au genre hyper- 
bolique. Elle admet pour asymptotes les droites y=. px et y=:qx. Des 

relations , « ma 

p-\-q— — , pq = V 1, 

on tire M — 1 « 



p+q p+q 

Le coefficient m étant indépendant de a, si le point P se déplace sur l'axe 
Ox, la droite n pour la même courbe (5) se déplace parallèlement à elle-même. 
Or, d'après une des propriétés fondamentales des courbes n (No. 1), les points 
de rencontre de la droite n et de la courbe (5) sont les pieds des normales menées 
à cette courbe du point P. Ainsi donc: 

Lorsque le point P décrit Taxe Ox, la droite qui joint les pieds des normales 
menées de ce point à la courbe (5) se déplace parallèlement a elle-même. 

En particulier pour ^j = 2, §■ := 1 , la courbe (5) devient la parabole 

y — x 
On a donc ce théorème : 

Si un point décrit une normale à une parabole, on peut de ce point mener constam- 
ment deux autres normales a la parabole. La droite qui joint les pieds de ces deux 
normales se déplace parallèlement à elle-même. 

On peut aussi remarquer, en vertu d'une autre propriété fondamentale des 
courbes n, que la droite n passe par les points de rencontre du cercle décrit 
sur OP comme diamètre avec les tangentes menées dé à la courbe (5). 

Lorsque cette courbe appartient au genre parabolique, ces tangentes se 
confondent avec la tangente en à la courbe (5). Donc, dans ce cas : 

La droite n est la tangente au cercle décrit sur OP comme diamètre menée par 
le point oh ce cercle est coupé par la tangente en a la courbe (5), c'est-hrdire par la 
droite y=. qx. 
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En particulier pour la parabole répondant aux valeurs ^:=2,g'=l,ona 
ce théorème : 

La normale en un ■point d^ une parabole coupe cette courbe en un second point 0. 
D^un point P pris sur cette normale on peut mener h la parabole deux autres nor- 
males. Les pieds de ces normales sont sur la tangente au cercle décrit sur OP comme 
diamètre, menée par le point où ce cercle est coupé par la tangente en hla parabole. 

Dans le cas où la courbe (5) appartient au genre hyperbolique les tangentes 
issues de sont les asymptotes y ■=-px Qi y = qx. On a alors ce théorème : 

La droite n est la droite qui Joint les points de rencontre du cercle décrit sur OP 
comme diamètre avec les asymptotes de la courbe (5). 

Un cas particulier intéressant est celui où l'on a q =: — p, qui se produit si 
la droite n est perpendiculaire à OP. 

L'équation (5) devient alors 

y^ — p^af = c ; 

conique de centre ayant ses axes dirigés suivant Ox et Oy. Ainsi : 

Le lieu des points de rencontre des diamètres d'une conique et des parallèles aux 
normales correspondantes, menées par un point de Vun les axes, est une perpendiculaire 
h cet axe. 

Si nous appliquons ici la construction du centre de courbure donnée au 
No. 2, nous obtenons précisément la construction qui a été indiqué pour l'ellipse 
par M. Mannheim* et qu'il a obtenue par une voie essentiellement différente de 
celle qui précède. Il est curieux de voir que cette dernière construction résulte 
simplement d'un cas très particulier d'une propriété extrêmement générale. 

2® Cas. — L'équation 

„ a ma , ^ 

u^ — ^—u-] hl = 

n n 

a ses racines égales. 

Soit p cette racine double. On a alors 

u pi 

a ma ~ (u — pf u — p ' 

u^ u -\ hl ^ ^' ^ 

n n 

et l'équation (4) devient 

dx pdu du 

X {u — pf U — p 

* Cours de géométrie descriptive de VEcole polytechnique, 1® éd., p. 175 ; 3® éd., p. 173. 
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Son intégrale est 



ou x{u—p) _ 



Ix h Uu—p) — c, 

u — p 






c'est-à-dire y — px-=-ce?-'^. \y) 

3^ Cas. — L'équation 



u^ u-\ +1 = 

n n 



a ses racines imaginaires. On peut alors mettre le trinôme du premier membre 

sous la forme {u + af + b^ 

et l'équation (4) devient 



dont l'intégrale est 



dx udu 



7» + -|- ? [(m + af + &^] — -^ arc tang ^-^ = c, 

ou \^{u + af + b^ 

X ■ — ; :: — u+. — c, 

g-j- are tang -?— ' 

ou encore {y + axf -f &V = ce"^ '■'^ ^'^"^ '^. (7) 

Les équations (6) et (7) sont trop compliquées pour se prêter à une discus- 
sion intéressante. 

6. Supposons maintenant que la courbe n qu'on se donne soit un cercle 

{x,-ay+iy,-by = 7^. (8) 

Portant dans cette équation les valeurs de xi et y^ calculées plus haut, on a pour 
l'équation différentielle des courbes c correspondantes, 

laxdx — a {xdx + ydy)Y + [aydx — b {xdx + ydy)Y = r^ (xdx -f ydyf, 

équation homogène du second degré que nous écrirons en posant pour simplifier 
«2 + è2 _ r^ = ^^, 

et où on opère la séparation des variables par la substitution y=.ux, ce qui 
donne 

%'u'{u^x^^-'l{abu'^{aa--k^)u){u^x^ 1 ^^^ 

+ a^u^— 2abu + a^ — 2aa -f ;i^ = . J 
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De là on tire, après réduction, 



dx }?u 
OU dx )?udu 

V "^ /IV — aèw — (aa. — /«) =F a V (6''' — )?) u' + 2a6M + a' ^f ~ ^' ^^^' 

On rendrait cette équation rationnelle par la substitution à la variable w de la 
variable z définie par 



V(5^ — a^) u^ + 2a6M + a^ — %^ = s/b^ _ ;i2M + z; 

mais on est ainsi conduit à des calculs d'une grande complication et sans intérêt 
véritable. 

Nous nous bornerons à certains cas particuliers. 

7. Supposons d'abord que le cercle ait son centre au point 0. Alors 

a=0, 5=0, ?J^=—'t^, 
et l'équation (10) devient 

dx , rudu 

X r (m^ + 1) dz a\/v? + 1 



Posons Vl -{- u^ = z, 

à'où. 1 -\- u^ = z\ udu = zdz. 

L'équation précédente se transforme alors ainsi 

dx , rdz 

= 0. 

X rs±a 

L'intégrale de celle-ci est 

x(rz± a)=: c 



ou 

X 



('■\/^ + i=^ '")="' 



ou encore « ■ a (c ± axf 

On trouve ainsi deux coniques ayant pour foyer et Ox pour axe. Ces 
coniques sont des ellipses, des paraboles ou des hyperboles suivant que a est 
inférieur, égal ou supérieur à r. 

De là ce théorème : 

Le lieu des points de rencontre des rayons vecteurs d'une conique issus d'un foyer 
et des parallUes aux normales correspondantes, menées par un point de Vaxè focal, est 
un cercle ayant ce foyer pou/r centre. 
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Appliquant à ce cas particulier la construction générale du centre de 
courbure donnée au No. 2, on obtient ce théorème connu : 

Si la normale en un point M d'une conique de foyer coupe l'axe focal au 
point M' et que la perpendiculaire élevée en M' à MM' coupe le vecteur OM au point L , 
la perpendiculaire élevée en L h OM passe par le centre de courbure H relatif au 
point M. 

8. Supposons maintenant que le cercle n passe par le point et ait son 
centre sur l'axe Ox. Dans ce cas 

a= 0, ô = 0, 
et l'équation (9) devient 

— 2aau (u-\-x -z- ) + a?u^ -\- o? — 2aa = , 

ou, toute réduction faite, 

dx 2audu 



(11) 



X (a— 2a)(l + M^)' 
L'intégrale de cette équation est 

a 

ou a; = c(l + M^)»-2», 

ou encore a; = c (x^ + 3/^) » . 

En posant o m — 1 

a 2m 

on voit que cette équation peut s'écrire 

(X N™ 

ou, en passant aux coordonnées polaires, 

p C0S™6) = c. 

Cette forme d'équation met bien en évidence la nature de ces courbes. 
Elles coupent normalement l'axe Ox au point situé à la distance p = c de 
l'origine. 

Si m est positif la courbe est parabolique. 

Si m est négatif elle est fermée et passe par l'origine. 

De (11) on tire a . , 

^ ^ m = -, (12) 
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m sera donc positif ou négatif selon que P sera extérieur ou intérieur au cercle n . 
Il en résulte, d'après ce qui a été dit au No. 3, que lorsque m est positif, c'est-à- 
dire lorsque la courbe est parabolique, il y a deux points d'inflexion. 

Ces points d'inflexion sont évidemment symétriques par rapport à Ox. Soit 
B l'inclinaison de leurs vecteurs sur Ox. 

L'angle s'obtient en menant du point P la tangente PH au cercle n et 
irant OH {Yig. 2). 




Fia. 2. 



Soient A le centre du cercle n, {0A=. a) , B le pied de la perpendiculaire 
abaissée de H sur OP. On a 

, „^ HB" OH''— OB' OB.OD—OB^ OD—OB BD a — AB 

tang^ = -— = 



OB' 

Mais 

Donc 

ou, d'après (12), 



OB 



OB' 

, „ AD' a' 

AB = -—- = 



OB 



OB a + AB 



AF a — a' 



tang^ 6 = 



a 



— a a — 2a 



a — a 



a -|- 



a — a 



tang^ 6 = — . 

m 



(13) 



planes pour Vêttide de leurs propriétés infinitésimales. 



65 



9. Revenons à la définition des courbes n (No. 1) et supposons maintenant 
que dans cette définition, nous remplacions les parallèles menées par le point P 
aux normales de la courbe c par des parallèles à ses tangentes, nous obtiendrons 
ainsi pour chaque position des points O et P une courbe que nous désignerons 
par la lettre t. 

Les courbes t permettent de résoudre relativement à la courbe c les mêmes 
questions que les courbes n. 

On voit immédiatement qu'elles passent par les points de contact des tan- 
gentes menées du point P à la courbe c, par les points communs aux normales 
à cette courbe issues de et au cercle décrit sur OP comme diamètre, et que 
leurs asymptotes sont parallèles aux asymptotes de la courbe e et aux tangentes 
menées de à cette courbe. 

Elles permettent également de construire la tangente en un point de la 
courbe c et les points de contact des tangentes à cette courbe, parallèles à une 
direction donnée. 

10. Elles permettent aussi, comme les courbes n, de déterminer le centre de 
courbure pour tout point de la courbe c. 

Appelant H le point de la courbe t correspondant au point M de la 
courbe c (Fig. 3), reprenons toutes les notations du No. 2. Nous aurons encore 
ici par le même calcul ,,„ „7-» 

MN~~HI 




Fig. 3. 
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Nous mènerons aussi par le point H une perpendiculaire à OM, mais au lieu de 
prendre son point de rencontre avec HP nous le prendrons avec la perpendicu- 
laire élevée en jffà SP et nous appellerons ce point de rencontre Q. On aura 
alors, en appelant H' le point où HQ coupe ON, 

EQ _HE _M£ï 

m 



HH' 



MN' 



et cela montre que le point II se trouve sur la droite OQ. 

Ici, la simplification que nous avons tirée, dans le cas de la courbe n, du 
théorème des trois hauteurs, ne se produit plus. Donc, la construction du centre 
de courbure est plus simple au moyen de la courbe n qu'au moyen de la courbe t; 
et c'est pourquoi nous avons d'abord considéré la courbe n. 

11. Voici d'ailleurs comment le cas de la courbe t se ramène à celui de la 
courbe n (Fig. 4) : 




Fia. 4. 

Soit nie point de la courbe t qui répond au point if de la courbe c. En P 
élevons à PU une perpendiculaire qui coupe OM en Hi ; Hi est le point corre- 
spondant de la courbe n. Pour appliquer la construction simple donnée à la fin 
du No. 2, il suffirait de connaître la tangente en H^ à la courbe n; or cette 
tangente se déduit très aisément de la tangente en S" à la courbe t, qui est ici 
l'élément connu, grâce à un théorème que nous avons donné ailleurs.* 

Voici quelle est cette construction : 

La droite OH coupe la perpendiculaire élevée en P à OP, qui est une droite fixe, 
en un point S. La tangente en H à la courbe t coupant PHi en J, on tire JS qui 
coupe PH en J^ . HiJi est la tangente à la courbe n au point Hi . 

* Jcmmal de Mathématiques spéciales, 1885, p. 15 et 83. 
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Si donc PH est tangente à t, PHi sera tangente à n. Rapprochant ce 
résultat du théorème donné au No. 3, on voit que les points de la courbe t corre- 
spondant aux points d'inflexion de la courbe c sont les points de contact des 
tangentes menées du point P k t. 

1 2. Il nous reste à traiter pour les courbes t les mêmes problèmes que pour 
les courbes n. 

Supposons d'abord que, se donnant la courbe t absolument quelconque, on 
cherche les courbes c correspondantes. 

Prenons pour origine le point 0, pour axe Ox la droite OP. Posons 
OP = a et appelons a; et y les coordonnées du point M, Xi et ^/i les coordonnées 
du point S. Nous avons 

y _ yi 

X Xi 

dy _ Vi 
dx Xi — a ' 

d'où axdy 

Xi — 



xdy — ydx ' 
_ aydy 
"^ xdy — ydx ' 



\ (14) 



Portant ces valeurs de Xi et y-i dans l'équation de la courbe t donnée, on obtient 
l'équation différentielle des courbes c correspondantes. 

13. Supposons d'abord que la courbe t donnée soit une droite 

y^ = WlXi + n. 

L'équation différentielle correspondante sera, d'après les formules (14), 

aydy = maxdy + n {xdy — ydx) 
ou [(ma -\- n)x — ay'\ dy — nydx = ,, 

équation homogène dans laquelle on sépare les variables par la substitution 
y=.ux. On obtient alors 

dx , \ma-\-n — au\du 

l_ b ! _ d r= 

X «M (m — u) ' 



OU 



dx ma -\-nr du dn -\ du 

X ma L u u — mJ m — m ' 
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dont l'intégrale est 

mg-f- n 

X (u — m) = G , 

Lu — m J ^ ^ 

OU i/'^+'' = c{y — 'mxy. (15) 

Lorsque m, n et a sont commensurables, cette équation peut toujours se mettre 
sous la forme y» ■=. c.{y — mxf^ 

•p et g- étant des nombres entiers. 

Pour ma + « = 2n, ou ma = «, on a une parabole 

2/2 = c (y — ma;), 

qui passe par l'origine où elle est tangente à la droite y — ma;= 0. En outre, 
puisque ma = n , le point P est symétrique par rapport à l'origine du point où 
la droite t coupe l'axe des x\ en d'autres termes le point P est le pôle de la 
droite !f ; de là ce théorème : 

Soiefiit P un point quelconque pris dans le plan d]une parabole, Vextrêmitê 
du diamètre de cette parabole qui passe par le point P. Le lieu du point de 
rencontre des vecteurs des points de la parabole, issus de 0, et des parallèles aux 
tangentes correspondantes menées par le point P est la polaire du point P par rapport 
à la parabole. 

La transformation homographique de ce théorème conduit à cet autre : 
Soient P un point quelconque pris dans le plan S une conique tangente en Ah la 
droite a, le second point cm la droite PA coupe la conique. Si la tangente en un 
point M de la conique coupe la droite a au point 2\ les droites PT et OM se coupent 
sur la polaire du point P relativement h la conique. 

La propriété corrélative peut s'énoncer ainsi : 

Soient p une droite quelconque située dans le plan d'une conique tangente en A a 
la droite a ; du point commun aux droites p et a, on peut mener h la conique une 
seconde tangente d. Si la tangente en un point M quelconque de la conique coupe la 
droite d au point T et que la droite AM coupe la droite p au point I, la droite IT 
passe par le pèle de la droite p relativement h la conique. 

13. A l'aide des formules (14) on formerait de même l'équation différentielle 
des courbes c ayant pour courbe t relativement aux points et P un cercle 
donné. Mais on tomberait alors, ainsi qu'au No. 6, sur une équation homogène 
compliquée. Nous nous contenterons de traiter un cas particulier, celui où le 
cercle t a pour centre le point 0. 
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Dans ce cas l'équation différentielle est 

a^ix?d]f' + ah/d-jf = r^ (xdy — ydoàf, 
ou [(a^ — 1^) x^ + «yj dy^ -|- 2r^x9/dxdy — t^y^dd? = . 

Par la substitution y =:■ ux, nous donnons à cette équation la forme 

(a* — r^ -)- o?u^) 31? (udx -\- xduf + Ir^wi^dx (udx + xdu) — r^^x^do? = , 

d'où j I 7 — r'w rh amis/ 1 + m , 

vme, + xdu = = =— — „ ' dx, 

a-' — r^ -\- arvr 

qu'on peut écrire 

àx (a V -\- o? — r') du 

~x "^ au [a (1 + w') =F rVT+l?] ~ ^' 

ou <^.'î; j^ awdM a^ — r^ dw 



X a (1 + M^) =F »Vr+l? ' a ' M [a (1 + M^) =F»-Vl + M^] ~" 
Opérons le changement de variable 

d'où udu = zdz . 

Il vient d« , adz a? — r^ dz 

a; az =F r a {^ — l)(az =F *") 

Effectuant la décomposition de la fraction rationnele qui figure au dernier terme 
on a 1 ^_L^_L^ 



(^2_i)(„,=p^) 2(« ZF^)(,_1) T 2(a ± r){z + 1) ^ r^-a^ ^^„ ^ ^.^ 

L'équation différentielle précédente devient donc 

da; adz (a de »•) c^a ^^ (a T ^) c^2 ac?a 

~^ + a3q=r ■*" 2a (2 — 1) "^ 2a (s + 1) "~ az^r ~ ^ ' 

ou n ^ , / , \ ^^ , r . dz 

2a H (air) r + (a =F r) — -— =: 0, 

X ^ ' z — 1 ^ Zr\-1 

dont l'intégrale est 



ou (Vx^ + y — œ)"±'-(\/ar'' + 2/^ + x)"^'' = c, 



ou encore ^^a / Va.-^ + / — a; y_ 

V*/a;^ -I- ■)/ -)- a;/ 



^\/«^ + 2/^ + *^ 



70 d'Ocagnb : Sxvr certaines courbes qu^on peut adjoindre aux cowhes, etc. 
qu'on peut aussi écrire en multipliant haut et bas par (Vx^ + y — x)*'', 



2/2(«T'-)(Va;2 + 2/^ — a;)±2'-= c, 

g Tr + g 

ou (»y'^±rj^ 2cxy i»- =1, 

Pour les doubles signes de toutes les formules précédentes il est bien évident que 
tous les signes supérieurs doivent être pris ensemble, ou tous les signes inférieurs 
ensemble. 

Pour a = r, auquel cas le cercle t a pour rayon OP, on a les deux courbes 

â + 2cx = 2/^ 
cy + 2cx = 1 , 

paraboles d'axe Ox et de foyer 0, résultat qui pouvait être prévu h priori. On 
a ainsi une vérification de la solution précédente. 

14. Si on se reporte à la Fig. 3, on voit que le point M peut être considéré à 
chaque instant comme ayant une vitesse dont les composantes sont les parallèles à 
OH et h PO menées par le point M. La tangente à la courbe que décrit le point 
M est, en effet, par définition, parallèle à PH. 

PO est fixe. En outre, pour le cas traité au No. 13, OS est constant 
puisque le lieu de H est un cercle de centre 0. Le point M peut donc être 
alors considéré comme ayant une vitesse dont la composante parallèle à OP et la 
composante dirigée vers le point sont constantes. 

La courbe lieu du point Mesi donc celle que décrit un point se dirigeant vers un 
point fixe avec une vitesse constante tout en étant entrainé par im courant de direction 
constante et de vitesse uniforme. 

On pourrait l'appeler la courhe du nagewr car c'est celle que parcourt un 
nageur cherchant à atteindre un point fixe du rivage. 

Cette courbe a déjà été rencontrée par M. Collignon.* 

^Assoeiation française. Congrès de Toulouse, 1887. 



